Caitki wielokrotne

Catka podwdjna

/ / f(x, y)dxdy
G

G - zdefiniowany obszar

UWAGA: Bedziemy liczy¢ tylko catki z funkcji ciggtych po
obszarach ograniczonych, a wiec catka podwéjna to ZAWSZE
bedzie catka oznaczona!

W wyniku zawsze otrzymamy LICZBE.



Caitki wielokrotne

Catka podwdjna
Jedli f(x,y) > 0dla (x,y) € G, to catka podwojna réwna sie
objetosci pod wykresem funkcji:

VI = [[ fx.y)axay
G



Caitki wielokrotne

Catka podwdjna Riemanna

// f(G)dG = lim >~ F(xi. yi) (Axi) (Ayi)
e k=1



Caitki wielokrotne

Twierdzenie:
Catka podwdjna w prostokacie istnieje, jesli funkcja jest w tym
prostokacie ograniczona i ciggta.



Caitki wielokrotne

Catka iterowana

Jesli funkcja f jest ciggta w prostokacie
P={(x,y):a<x<b,p<y<aq}to:

b q g b
Z/ f(x, y)dxdy = a/dxp/f(x,y)dy: p/dya/f(x’y)dx



Caitki wielokrotne

Przykiad 1.
Oblicz catke: ff(xsiny)dxdyjes’li: G={(x,y) e R 1<x<3,Z<y<n}

G
Rozwigzanie:

|

3 T 3 3

ff(xsiny)dxdy: fdx f(xsiny)dy: fdx([fxcosy]%) = fdx(—xcosw — (—xcos §)) =
G 1 % 1 1

3 3
f(—(—1)x — 0x)dx = fxdx =R =2-1=4
1 1

Mozna tez zrobi¢ to w innej kolejnoéci:
™ 3 ™

ff(XSin y)axdy = f dy f(x sin y)dx = f dy([%x2 sin y]?) = dy(% siny — %sin y) = | (4siny)dy =
G s

z

R —
[SE

2

2
[~4cosy] = —4cosm — (—4cos §) = —4(-1-0)=4
2



Caitki wielokrotne

Catka podwdjna po zbiorze dowolnym

G ograniczony zbidr na ptaszczyznie,
P kwadrat zawierajgcy zbiér G.
Definiujemy:

_Jfxy) (xy)e@
falx.y) = {o (x,y) € P\ G

Jedli istnieje catka [[ fg(x, y)dxdy przyjmujemy:

P
// f(x,y)dxdy = // fa(x, y)dxdy
G P



Caitki wielokrotne

Obszar normalny wzgledem osi Ox

Jesli w przedziale < a, b > funkcje p(x) i g(x) sa ciagte i

wewnatrz tego przedziatu spetniajg nierownos¢ p(x) < q(x),

to obszar G okreslony:
G={(x,y):a<x<b,px)<y<q(x)}

nazywamy obszarem normalnym wzgledem osi Ox.



Caitki wielokrotne

Uwaga:

Kazdy obszar normalny jest ograniczony i domkniety, wiec
kazda funkcja ciggta w tym obszarze jest w tym obszarze
ograniczona.

Catka podwdjna w obszarze normalnym:

// (x, y)dxdy = /dx/ Yy =

a  p(x)

q(x)

b
/ /fxydy ax



Caitki wielokrotne

Przyktad 2.

Oblicz catke: ff(xsy)dxdyjeéli: G to tréjkat o wierzchotkach A(1, 1), B(2,2) i C(1, 2).
G

Rozwigzanie:

Najpierw trzeba znalez¢ opis obszaru, tutaj najprosciej jako obszaru normalnego wzgledem osi Ox:

g fi<x<2
x<y<z2

A zatem obliczamy catke iterowana:

2 2 2 2 2
ff(xsy)dxdy = fdx f(xsy)dy = f ax[x® - %yz])z( = f ax[x® - %22 —-x3. %xz] = f(2x3 — %XS)dx =
G 1 x 1 1
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Caitki wielokrotne

Obszar normalny wzgledem osi Oy

Jesli w przedziale < p, g > funkcje a(y) i b(y) sa ciagte i
wewnatrz tego przedziatu spetniaja nieréwnos¢ a(y) < b(y),
to obszar D okreslony:

G={(x,y):aly) <x<by),p<y<q}
nazywamy obszarem normalnym wzgledem osi Oy.

g by
// f(x,y)dxdy=/dy / f(x, y)dx
G P )

a(y



Caitki wielokrotne

Przykiad 2.cd.
Oblicz catke: ff(x3y)dxdyjeéli: G to tréjkat o wierzchotkach A(1, 1), B(2,2) i C(1, 2).
G
Rozwigzanie:
. L Lo . 1<y<2
W tym wypadku obszar mozemy opisa¢ rowniez jako obszar normalny wzgledem osi Oy: G =
1<x<y

W tym wypadku obliczamy catke iterowana:
2 2

2 y 2
ff(xay)dxdy = fdyf(xay)dx = fdy[%X“ = fdy[%y“ y—ito= f(%y5 - iydy =
G 1 1 1

y
T.1,6_ 1. 1,22 _ 1 o6 _ 1 .02 (1 46_1 .42 _8_1_ 1 , 1 _64—12-143 _ 54 _ 9
26V —3 2Vli=m 2@ 2 (gVP-g)=3-z2-mts~ 24 ==



Caitki wielokrotne

Przyktad 3.
Oblicz objetos¢ czworoscianu o wierzchotkach A(0, 0, 0), B(2, 0, 0), C(0, 1,0) i D(0, 0, 6).

Rozwiazanie:
Korzystajac ze wzoru na objetos¢ ostrostupa mamy: |V| = P -h=1.1.6=2

Wykorzystujac catke podwéjng mamy: | V| = f (6 — 6y — 3x)dxdy gdzie G to tréjkat ABC.

0<x<2

Obszar catkowania mozemy opisa¢ jako obszar normalny wzgledem osi Ox: G = 1
o<y<1— 53X

1——x 2
1—1
V| = ff(S—Sy—3x dxdyffdx f 6—6y—3x)dy:fdx([Gy—3y2—3xy]0 2 _
0 0

2
ax(6(1 — 1x) —3(1 — 1x)? — 3x(1 — Jx) — (60 — 3(0)2 — 3x - 0)) f(%xz — 3x + 3)dx =
0

Mo © =

e R T B R B R Rt IR



Caitki wielokrotne

Przyktad 4.
Oblicz objetosé pod wykresem f(x, y) = sin(x + y) nad obszarem ogrniczonym prostymi: y = 0; x = 0, x +y = .

Rozwigzanie:
. . L . o<x<nw
Obszar catkowania mozemy opisa¢ jako obszar normalny wzgledem osi Ox: G =
Oy m—x
™ T—X ki
WV = [ [ sin(e+ yyaxay = [[ax [ sin(x+ y)dy = [ ox((— cos(x + y)g ~) =
G 0 0
71' ™
= fdx(f cos(x + (7w — x)) — (—cos(x +0))) = f(f cos(7) + cos x)dx = f(1 + cos x)dx = [x +sinX]f =
0 0

7 +sinm —0—sin0=m



Caitki wielokrotne

Obszar domkniety nazywamy regularnym jesli jest sumag
obszaréw normalnych (wzgledem osi Ox lub osi Oy), ktére nie
majg wspolnych punktéw wewnetrznych.

G=GiUGUG3U...UGj



Caitki wielokrotne

Wiasnosci catki podwojnej
f, f;, f> funkcje ciggte i ograniczone, G, Gy, G» obszary
domknigte regularne.
1. |G| = [[ dxdy
G
2. [[k-f(x,y)dxdy = k- [[ f(x,y)adxdy
G G
3. JJTH(x,¥) + fa(x, y)]dxdy =
G
ff fi(x, y)axdy + ff fo(x, y)axdy
4. ff f(x,y)dxdy = ff f(x, y)dxdy+ff f(x,y)dxdy, jesli

G G UGo oraz G1 i Go nie maja wspolnych punktow
wewnetrznych.



Caitki wielokrotne

Przykiad 5.
Oblicz pole obszaru ograniczonego prosta y = 1 i parbola y = x2.

Rozwigzanie:

) . L ) —1<x<1
Obszar catkowania mozemy opisac¢ jako obszar normalny wzgledem osi Ox: G = 2
X<y <

1

el = [ 1dxdy:fdxfdy—fdxm‘ f a1 =) = [(1 =P =x— 5, =
G

—1 x2 —1

17‘57((71)75(71)):17§+17§:27 4

w\m



Caitki wielokrotne

Przyktad 6.

Oblicz catke podwéjng ff(x — ¥y — 2)dxdy dla obszaru G ograniczonego od dotu osig 0x a od géry parabolg
G

y71—x dla—1 < x < 0iprostay =1 —xdla0 < x < 1.

Rozwigzanie:
Obszar catkowania dzielimy na dwa obszary: G = Gy U Gy i kazdy z tych obszaréw opisujemy oddzielnie:

_f-1<x<o0 _fo<x<t
G1’{o<y 1- 2 °raZGZ’{o<y<1fx

ff(xfy—Z)dxdyfffxf 72dxdy+ff(x—y—2)dxdy7777 = %

Gy
0

ffx— —2dxdy7fdx f x—vy —2)dy7fdx[xy— 1y? —2y]1_x )=
Gy

0 0

f —%(1—x2)272(17x2)70):f(—%x4fx3+3x2+x—g)dx:

— —1
- % O 5 = B0 =0 (A1 - FEDT ()P R - 3 () =
17_*_1_*_1 1 _ 5 _ —2+5+20—-10-50 _ _ 37

10 4 2 2 20 20

1 1—x 1

[ x =y —2)axdy = [ ax f(x— —2)dy = [ ol — 32— 2ylp ) =
0 0
|

ax(x(1 —x) = (1 = x)2 —2(1 — x) = 0) = f(fgxz +ax— Bax=[-3 - I +2x - §x) =

[
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Caitki wielokrotne

Przyktad 6.a.

Oblicz catke podwdjng ff(x — ¥y — 2)dxdy dla obszaru G ograniczonego od dotu osig 0x a od géry parabola
G

y=1 — x?dla —1 <x <K O0iprostgy =1 —xdla0 < x < 1.

Inne rozwigzanie:

0<
Obszar G mozna tez opisac jako jeden, ale wzgledem osi Oy: G = =
—7/1—y<x<1—y

1—y 1
1—
ffx— —2)dxdy7fdy f x—y—2)dx:fdy([%xz—xy—2x]7 y17y):
iy 0 '
1
:fdy(%ﬁ—y)z—ﬁ—y)y—2(1—y)—(%(— 1=y2 —(—y/1=)y—2(—4/1—y) =
0
1
3
:f(%y2+%y—2—y\/1—y—2\/1—y)dy:[ B+ 1y? —2y—7(1—y)2 +2(1 - y)2]]
0

3
2

Nl

1841422, 1—7(1—1)2 +2(1—1)
1 2 _ 1045—40+8—40 _ 57
tg-2+t§-2=—""5 — =3

5
— (303 +102-2.0-2(1-0)2 +2(1 -0)2) =

[N



